Краткие сведения из теории
В математических моделях (ММ) сложных объектов, представленных в виде систем массового обслуживания (СМО), фигурируют средства обслуживания, называемые обслуживающими аппаратами (ОА), и обслуживаемые заявки, называемые транзактами. Так, в модели производственной линии ОА отображают рабочие места, а транзакты - поступающие на обработку детали, материалы, инструмент.

Состояние СМО характеризуется состояниями ОА, транзактов и очередей к ОА. Состояние ОА описывается двоичной переменной, которая может принимать значения "занят" или "свободен". Переменная, характеризующая состояние транзакта, может иметь значения "обслуживания" или "ожидания". Состояние очереди характеризуется количеством находящихся в ней транзактов. 

Имитационная модель СМО представляет собой алгоритм, отражающий поведение СМО, т.е. отражающий изменения состояния СМО во времени при заданных потоках заявок, поступающих на входы системы. Параметры входных потоков заявок - внешние параметры СМО. Выходными параметрами являются величины, характеризующие свойства системы - качество ее функционирования. Примеры выходных параметров:  производительность СМО - среднее число заявок, обслуживаемых в единицу времени; коэффициенты загрузки оборудования - отношение времен обслуживания к общему времени в каждом ОА;  среднее время обслуживания одной заявки. Основное свойство ОА, учитываемое в модели СМО, - это затраты времени на обслуживание, поэтому внутренними параметрами в модели СМО являются величины, характеризующие это свойство ОА. Обычно время обслуживания рассматривается как случайная величина и в качестве внутренних параметров фигурируют параметры законов распределения этой величины. 

Имитационное моделирование позволяет исследовать СМО при различных  типах входных потоков и интенсивностях поступления заявок на входы, при вариациях параметров ОА, при различных дисциплинах обслуживания заявок. Дисциплина обслуживания - правило, по которому заявки поступают из очередей на обслуживание. Величина, характеризующее право на первоочередное обслуживание, называется приоритетом. В моделях СМО заявки, приходящие на вход занятого ОА, образуют очереди, отдельные для заявок каждого приоритета. При освобождении  ОА на обслуживание принимается заявка из непустой очереди с наиболее высоким приоритетом. 

Основной тип ОА - устройства, именно в них происходит обработка транзактов с затратами времени. К ОА относятся также накопители (памяти), отображающие средства хранения обрабатываемых деталей в производственных линиях или обрабатываемых данных в вычислительных системах. Накопители характеризуются не временами обслуживания заявок, а емкостью - максимально возможным количеством одновременно находящихся в накопителе заявок. 

К элементам имитационных моделей СМО кроме ОА относят также узлы и источники заявок. Связи ОА между собой реализуют узлы, т.е. характеризуют правила, по которым заявки направляются к тому или иному ОА. 

Для описания моделей СМО при их исследовании на ЭВМ разработаны специальные языки имитационного моделирования. Существуют общецелевые языки, ориентированные на описание широкого класса СМО в различных предметных областях, примером общецелевых языков служит широко распространенный  язык  GPSS.
1. Закон Пуассона. Основные свойства закона Пуассона

Предположим, что имеется набор последовательно возникающих заявок, выполнение каждой из которых есть некое действие, осуществляемое специальным устройством - узлом обслуживания. Например, узел обслуживания – парикмахерская, в которую в качестве «заявок на обслуживание» заходят клиенты, которые могут быть лысыми, а могут быть и с хорошей шевелюрой и приходят клиенты, когда им вздумается с разными интервалами времени. Вот и получается, что время обслуживания клиента и интервалы между клиентами величины случайные. 

Поток заявок описывает случайные процессы и может быть в моделировании реализован с помощью вероятностных характеристик.
Схематически эту ситуацию можно изобразить так:
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Это - ситуация системы массового обслуживания (СМО).


Особенность обсуждаемой ситуации: заявки приходят на обслуживание хаотично, в случайные моменты времени. И вторая особенность: время, в течение которого заявка находится в СМО (в очереди и в узле обслуживания) - тоже величина случайная. Приняты две классификации СМО - по типу очереди и по типу узла обслуживания.

Рассмотрим процесс образования очереди: к сожалению, в нашем примере парикмахерская не газовая труба, по которой газ течет равномерно и непрерывно. В ней обслуживаются не однотипные клиенты – лысые и не очень, клиенты приходят в разные моменты времени с различным временем обслуживания.

[image: image2.png]



На графике “а” через равные промежутки времени в моменты 1, 2, 3, 4, 5 приходят клиенты, требующие строго одинакового времени обслуживания 1-2; 2-3; 3-4; 4-5. Канал используется полностью, никаких зазоров между клиентами. Канал не простаивает ни на мгновение.
В нашем случае (график “б”). 
В момент времени 1 приходит клиент с некоторым временем обслуживания, затем в момент 2 приходит другой клиент – заявка поступила, а канал занят. Образуется очередь. Следующая заявка в момент 3 поступает с большой задержкой – в результате возникает простой канала. Вот и получается – то очередь, то простой, а в результате недоиспользование канала.

В модели обслуживающего узла важны не только интервалы времени между заявками, выраженные, например экспоненциальным распределением, но также и зависимость этих интервалов между собой. Т.е. не зависит ли значение конкретного интервала от значения предыдущего или каких-то других, раннее бывших интервалов. В принципе в реальной жизни такое возможно и в Теории очередей существуют модели, которые позволяют учитывать историческое, если можно так сказать, развитие процесса. Если считать, что каждый интервал “сам по себе” и не зависит от предыдущих, то такой поток заявок при том также, что и интервалы распределены по экспоненциальному закону, носит название Пуассоновского потока.
Событие в теории вероятности – это факт, который в процессе проведения испытаний может произойти или не произойти.

Вероятность события есть численная мера степени объективной возможности этого события.

Поток называется однородным, если появление события в этом потоке определяется только временем.

Более точное определение пуассоновского потока вытекает из следующих трех свойств применимых для однородного потока:

1. поток событий называется стационарным, если вероятность попадания события на участок длины ( зависит только от длины участка, и не зависит от его расположения.

2. поток событий называется потоком без последствий, если число событий на участке ( не зависит от количества событий, произошедших на всех предыдущих участках.

3. поток событий называется ординарным, если вероятность попадания на участок (t двух и более событий ничтожна мала по сравнению с вероятностью появления одного события.

Промежуток времени между последовательно поступающими заявками в СМО есть величина случайная. Если функция распределения этой случайной величины имеет вид




при некотором 

, то поток заявок называется пуассоновским.


Время, в течение которого очередная заявка в СМО находится на обслуживании, также является величиной случайной. Если функция распределения этой случайной величины имеет вид




при некотором 

, то время обслуживания называется экспоненциальным.

В СМО с пуассоновским потоком заявок и любым режимом обслуживания вероятность поступления k заявок за время t равна 



.


Из выше сказанного следует, что в случае пуассоновского потока заявок имеется полное описание ряда случайной величины, которую представляет собой число заявок, поступивших за время t. Это позволяет подсчитать ее математическое ожидание 

. Соответствующий ответ выглядит так: 

. Это значит, что 

. Следовательно, смысл пуассоновского параметра в том, что это - среднее число заявок, поступающих в единицу времени.

Можно провести аналогичные рассуждения в связи с экспоненциальным временем обслуживания. А именно, если 

 - функция распределения времени обслуживания (при неотрицательных значениях t, а при отрицательных - она равна нулю), то математическое ожидание времени обслуживания есть число

.

Стандартное интегрирование по частям дает ответ - число 

.

Следовательно, среднее время обслуживания одной заявки равно 

 (при экспоненциальном обслуживании); поэтому в единицу времени (при экспоненциальном обслуживании) в среднем обслуживается 

 заявок.

2. Описание в модели пуассоновских потоков

При построении статистических моделей дискретных сложных систем часто необходимо производить изменение состояния либо всей модели, либо отдельных составляющих ее объектов в зависимости от значения какого-либо стандартного числового атрибута. Изменение состояния может определяться некоторой функцией - как детерминированной, так и случайной. Другими словами, возникает необходимость преобразования значения СЧА в соответствии с некоторым законом, Кфункцией. В GPSS для реализации подобных преобразований используются вспомогательные объекты - функции (FUNCTION).

Рассмотрим вначале простейшие функции детерминированного аргумента. В качестве аргумента такой функции может использоваться значение любого СЧА (Системный числовой атрибут).

Задается функция детерминированного аргумента, так же, как и любая другая функция в GPSS.  В поле метки карты  описания указывается либо символическое имя, либо порядковый номер функции. В поле "операция" указывается слово FUNCTION, а в поле операндов записываются имя СЧА и информация о типе функции и о количестве точек, определяющих функцию. 

Различают 5 типов функций:

1. Тип С - непрерывная числовая функция. Значение функции находится методом линейной интерполяции и берётся как целое число. Случайный аргумент является частным случаем. 
Рассмотрим пример записи непрерывной числовой функции:
                              EXP FUNCTION RN1,C24         (
При использовании непрерывной функции для  генерирования  случайных  чисел ее аргументом должен быть один из генераторов случайных чисел RNj. Особенностью использования  встроенных  генераторов случайных чисел RNj в качестве аргументов функций является то,  что их  значения  в этом контексте интерпретируются как дробные числа от 0 до 0,999999.      Таблица с координатами точек функции располагается в  строках, следующих  непосредственно  за  оператором FUNCTION.  Эти строки не должны иметь поля нумерации. Каждая точка таблицы задается парой Xi (значение аргумента) и Yi (значение функции),  отделяемых  друг  от друга запятой. Пары координат отделяются друг от друга символом "/" и располагаются на произвольном  количестве  строк.  Последовательность значений аргумента Xi должна быть строго возрастающей. При использовании функции в поле B блоков GENERATE и ADVANCE вычисление интервала поступления или времени задержки  производится путем умножения операнда A на вычисленное значение функции.  Отсюда следует, что функция, используемая для генерирования  случайных  чисел с показательным распределением,  должна описывать зависимость y=-ln(x),  представленную в  табличном  виде. Оператор FUNCTION с такой таблицей, содержащей 24 точки для обеспечения достаточной точности аппроксимации, имеет следующий вид:                                    (

 EXP    FUNCTION    RN1,C24                                                        (
 0,0/.1,.104/.2,.222/.3,.355/.4,.509/.5,.69/.6,.915                .7,1.2/.75,1.38/.8,1.6/.84,1.85/.88,2.12/.9,2.3        .92,2.52/.94,2.81/.95,2.99/.96,3.2/.97,3.5/.98,3.9        .99,4.6/.995,5.3/.998,6.2/.999,7/.9998,8
GENERATE    100,FN$EXP                                                                (
ADVANCE     80,FN$EXP                                          (
TERMINATE   1                                      (
                                                                                               Пример 1

При вычислении такой функции, из потока случайных чисел берется случайное число между 0 и 999999, и используется в линейной интерполяции для вычисления значения функции с двойной точностью. Если результат не используется в качестве модификатора функции, то от него отбрасывается дробная часть.
Если функция служит операндом B блоков GENERATE  или  ADVANCE,  то усечение результата производится только после его умножения на значение операнда A. 

2. Тип Д - дискретная числовая функция. Значение функции берётся равным значению в правом конце интервала в целочисленном виде. Случайный аргумент является частным случаем. Рассмотрим пример записи дискретной функции: 
                          EXAMP FUNCTION
P1,D5
                                  1,5/3,7/6,10/15,20/16,23 
Данная запись означает, что при значениях первого параметра транзакта Р1 функция с именем EXAMP будет принимать значения: 5, если Р1 будет равен 1 или 2; 7 - если Р1 равен 3,4,5 и т.д. 

3. Тип Е - дискретная дистрибутивно-эначимая функция. Это расширение понятия дискретной функции; в качестве функции в ней можно использовать любой СЧА, кроме матриц ячеек. Случайный аргумент является частным случаем. 

4. Тип L - списковая числовая функция. Это разновидность дискретной функции, в качестве аргумента которой используется натуральный ряд чисел, начиная с 1. 

5. Тип М - списковая атрибутно-значимая функция. Значение аргумента используется для определения положения в списке CЧA, которое вычисляется и выдается в качестве результата.

На непрерывную числовую функцию можно ссылаться из блоков GENERATE и ADVANCE, однако при этом необходимо помнить о том, что полученное значение вещественной функции при обращении к ней из этих блоков всегда будет преобразовываться путем отбрасывания дробной части. 

В примере 1, блок  GENERATE    100, FN$EXP описывает пуассоновский поток заявок, со средним временем  поступления заявок 100 сек, а блок ADVANCE   80, FN$EXP задает задержку на f единиц времени, где f - целая часть от произведения 80 на значение функции EXP. 

3. Построение гистограмм обслуживания и поступления заявок
Для построения гистограмм обслуживания и поступления заявок используются статические объекты GPSS. 

Статистических объектов в GPSS два вида: очереди (QUEUE) и таблицы (TABLE). 

· Очереди, несмотря на их название, никоим образом не влияют на организацию очередей в модели - они служат только для сбора статистики в виде средних значений временных интервалов, в течение которых транзакты проходят путь между двумя точками в модели, а также числа транзактов между этими точками.

· Таблицы используются для сбора статистической информации в виде эмпирических функций распределения случайных величин, получаемых в К ходе моделирования.

Статистический объект QUEUE(очередь) позволяет накапливать результаты моделирования и выдавать их на выходном листинге в виде выборочных средних. Если же требуется получить оценку дисперсии, а также эмпирический закон распределения в виде гистограммы, то тогда необходимо использовать для накопления статистической информации объект TABLE (таблица).
Окно таблиц (TABLES  WINDOW)  позволяет  отображать  выходные      данные  модели в виде гистограмм. В окне таблиц указывается:

               - имя таблицы;

               - среднее арифметическое табулируемой величины (MEAN);

               - стандартное отклонение (S.D.);

               - границы частотных классов;

               - верхняя граница числа попаданий в частотные классы;

               - число попаданий в частотные классы (в виде столбцов).

Таблица состоит из набора частотных интервалов,  в  каждом из которых организован счетчик числа попаданий значений аргумента в этот интервал. Таблица задается с помощью блока TABLE, который имеет следующий вид:

<NAME>   TABLE  <A>,<B>,<C>,<D>

где:

<NAME> - имя или номер таблицы;

<A>- указывается имя СЧА, значение которого необходимо занести в таблицу. 

<B>- указывается левая (нижняя) граница возможного значения указанного СЧА. Она задается как целая константа.

<C>- величина разряда гистограммы (величина интервала).

<D>- общее число разрядов (интервалов) гистограммы.
Пример: блок

    GIST    TABLE     M1,10,20,7

задает таблицу с именем GIST, в которой табулируется величина М1 (стандартный числовой атрибут  транзакта,  представляющий  время его  пребывания  в  системе).  Таблица  состоит из 7 интервалов, ширина которых равна 20.

Блок TABLE является описательным - через него транзакты не проходят.  Для  заполнения  таблицы необходимо,  чтобы транзакты прошли через блок TABULATE.

В процессе  прохождения  транзакта через блок TABULATE интерпретатор обновляет содержимое таблицы,  указанной в его  поле А, увеличивая на число, записанное в поле В, счетчик числа попаданий того интервала, внутрь которого попало значение аргумента. (Если В пусто, то это эквивалентно записи 1 в этом поле.)

      Пример: с помощью блока

            ТABULATE  GIST

можно получить в таблице GIST распределение времени пребывания в системе проходящих через него транзактов.

В конце моделирования интерпретатор распечатывает содержимое всех таблиц в виде нескольких колонок чисел.

В примере 2 приведена GPSS-модель работы ВС из одной ЭВМ, в которой накапливаются гистограммы числа транзактов пребывающих в очереди на обработку ЭВМ.

T_TAB   TABLE           Q$CHAN,0,1,60

EXP      FUNCTION    RN1,C24                                                        (
 0,0/.1,.104/.2,.222/.3,.355/.4,.509/.5,.69/.6,.915                .7,1.2/.75,1.38/.8,1.6/.84,1.85/.88,2.12/.9,2.3        .92,2.52/.94,2.81/.95,2.99/.96,3.2/.97,3.5/.98,3.9        .99,4.6/.995,5.3/.998,6.2/.999,7/.9998,8

GENERATE
 25,FN$EXP

QUEUE
           CHAN

SEIZE
           COMPU

DEPART
           CHAN

ADVANCE          12,2

RELEASE
           COMPU

TABULATE
  T_TAB

TERMINATE

GENERATE
  10000

TERMINATE       1

START 100

Пример 2. GPSS-модель ВС с накоплением гистограммы. 

Для построения гистограммы числа транзактов пребывающих в очереди в модели использована: таблица с именем T_TAB, которая использует СЧА Q очереди CHAN, соответствующий длине очереди к ЭВМ.

Гистограмма для примера 2:
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Если необходимо знать, сколько единиц модельного времени потребуется транзакту для прохода от одного блока к другому, то тогда следует после первого блока поставить специальный блок MARK. В поле А блока нужно указать номер параметра, в который будет вписываться значение модельного времени в тот момент, когда транзакт войдет в блок MARK.

В поле <А> карты TABLE для вычисления времени прохода транзакта от блока MARK до блока TABULATE, ссылающегося на данную карту TABLE, следует перед именем параметра поставить символ "М". Блок же TABULATE ставится перед вторым блоком рассматриваемой пары.

В тот момент, когда транзакт войдет в блок TABULATE, из текущего значения модельного времени автоматически будет вычитаться значение, запомненное в указанном параметре.

4. Пример

1.Постановка задачи

Простейшая телефонная система имеет две линии связи. Поток заявок пуассоновский со средним значением 100 сек. Когда линия занята, абонент набирает номер повторно, после того как проходит 5+(-)1мин. Требуется осуществить табулирование распределения времени, которое требуется каждому абоненту, чтобы установить связь и провести разговор. Требуется определить сколько времени понадобится для реализации 200 разговоров.  

2. Листинг программы:

;  GPSS/PC Program File MAXALR.GPS.  (V 2, # 38123)  12-12-2001 20:19:17

10   T_TAB    TABLE            M1,100,100,20        

11   LINE       STORAGE       2        

20   XPDIS     FUNCTION     RN1,C24

0.0,0.0/0.1,.104/.2,.222/.3,.335/.4,.509/.5,.69

0.6,.915/.7,1.2/.75,1.38/.8,1.6/.84,1.83/.88,2.12

0.9,2.3/.92,2.52/.94,2.81/.95,2.99/.96,3.2/.97,3.5

0.98,3.9/.99,4.6/.995,5.3/.998,6.2/.999,7.0/.9997,8.0                

30                   GENERATE     100,FN$XPDIS           

40   AGAIN   GATE SNF        LINE OUT        

50                   ENTER              LINE        

60                   ADVANCE       180 60        

70                   LEAVE              LINE        

80                   TABULATE      T_TAB        

90                   TERMINATE    1        

100   OUT      ADVANCE       300 60        

110                 TRANSFER      ,AGAIN    
START 200

3. Отчет по результатам моделирования:    

GPSS/PC Report file REPORT.GPS.  (V 2, # 38123)  12-12-2001 19:48:24   page 1

     START_TIME    END_TIME  BLOCKS    FACILITIES  STORAGES   FREE_MEMORY

                  0                  20590              9                      0                     1                  312064

 LINE       LOC          BLOCK_TYPE       ENTRY_COUNT   CURRENT_COUNT   RETRY

  30              1             GENERATE                       211                                 0                       0

  40        AGAIN        GATE                                1015                                 0                       0

  50              3             ENTER                                201                                 0                       0

  60              4             ADVANCE                         201                                 1                       0

  70              5             LEAVE                                200                                 0                       0

  80              6             TABULATE                       200                                  0                       0

  90              7             TERMINATE                     200                                  0                       0

  100         OUT          ADVANCE                        814                                10                       0

  110            9             TRANSFER                       804                                  0                        0

STORAGE        CAP. REMAIN. MIN.  MAX.  ENTRIES AVL.  AVE.C. UTIL. RETRY DELAY

   LINE                2              1       0          2         201         1       1.72   0.859       0           0
TABLE            MEAN      STD.DEV. RETRY  RANGE           FREQUENCY  CUM.%

 T_TAB          1345.34      1198.46           0 

                                                                           100 -       200                  29           14.50

                                                                           200 -       300                  11           20.00

                                                                           300 -       400                    3           21.50

                                                                           400 -       500                  20           31.50

                                                                           500 -       600                    9           36.00

                                                                           600 -       700                    3           37.50

                                                                           700 -       800                  14           44.50

                                                                           800 -       900                    2           45.50

                                                                           900 -      1000                   8           49.50

                                                                         1000 -      1100                 10           54.50

                                                                         1100 -      1200                   6           57.50

                                                                         1200 -      1300                   4           59.50

                                                                         1300 -      1400                   7           63.00

                                                                         1400 -      1500                   3           64.50

                                                                         1500 -      1600                   2           65.50

                                                                         1600 -      1700                   5           68.00

                                                                         1700 -      1800                   9           72.50

                                                                         1800 -      1900                   1           73.00

                                                                         1900 -                               54         100.00

XACT_GROUP         GROUP_SIZE       RETRY

   POSITION                            0                    0
Посмотрим на среднее время занятости телефонной линии.

     SHOW   ST$LINE

 Среднее время одного разговора равно 175.
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